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SUMMARY
A geopotential 1110de! is a vel)! useful too! in many geodetic applications. Particularly, when remove-restore
techniques are applied, it is convenient lo use the most representative geopotential model for the test area.
Therefore, an analysis of the most recen! available geopotential models is needed in order lo decide which one is
the most appropriate for our purposes. In Canary Islands, the Insiitute of Astronomy and Geodesy (UClvJ-CSIC) is
developing several geodetic applications that need a geoporential model. ln this work, we analyse the models
EGM96, complete to degree and order 360, and GPlV198, up to degree and order 720. First, we compare them each
other. Next, we contrast them with terrestrial and marine gravimetric data and with a gravimetric geoid in the
area. Finally, we analyse the differences with a mean sea surface model. Here we present {he obtained results and
the conclusions about {he 1110Stappropriate 1110delfor the region.
1. INTRODUCCIÓN
Un modelo de geopotencial es una herramienta indispensable
en multitud de aplicaciones geodésicas. En particular, cuando se
utilizan métodos de eliminación-restitución, conviene utilizar el
modelo de geopotencial más representativo en la zona de
trabajo. Por todo esto, se hace necesario analizar los modelos
más recientes de geopotencial disponibles para decidir cuál es el
más adecuado a nuestros propósitos.
En la zona de Canarias, el Instituto de Astronomía y Geode-
sia (UCM-CSIC) viene desarrollando diversas aplicaciones
geodésicas que necesitan de un modelo de geopotencial. En esta
comunicación analizamos los modelos EGM96, completo hasta
grado y orden 360, y GPM98, hasta grado y orden 720. En pri-
mer lugar, los comparamos directamente, Después, se contrastan
con datos gravimétricos tanto terrestres como marinos, y con un
geoide gravimétrico en la zona. Finalmente, se analizan las dife-
rencias con un modelo de superficie media del mar. Presentamos
los resultados obtenidos y la conclusión sobre qué modelo es el
más adecuado en la región.
2. MODELOS DE GEOPOTENCIAL
La forma corrientemente utilizada para la representación de
un modelo de geopotencial es el desarrollo en serie de armó-
nicos esféricos de la función geopotencial W (Heiskanen y
Moritz, 1985). Este es
G~ oo (a)n n [cnI11CO'iJríA+r ]W(r,~A)=- J+ I - I _ nn(coif}) +<l> (1)
r n=l r m=O +Snmsef'iJ'ÍA
donde
(r,j},A) son las coordenadas polares geocéntricas (radio vector,
colatitud y longitud) del punto de cálculo,
CM es la constante geocéntrica de gravitación (C es la
constante de gravitación de Newton y M la masa de la
Tierra),
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es el semieje mayor del elipsoide terrestre de
referencia o un valor medio del radio terrestre,
tomado para el modelo.
Cnm,Snm son los coeficientes armónicos esféricos fuerte-
mente normalizados del campo de gravedad de la
Tierra,
P nm (cos ¡J) son las funciones asociadas de Legendre de
primera clase fuertemente normalizadas,
(1
ffi 1 2 2 2 ¡J l . 1 ." d . ,
'P = - OJ r sen es e potencia centnrugo e rotación, co
2
es la velocidad angular de rotación de la Tierra.
La construcción de un modelo de geopotencial consiste en la
determinación de los valores numéricos de los coeficientes
C nm ,Snm a partir de datos de observación (Rapp, 1986).
La función esferopotencial representa el potencial del
elipsoide general o terrestre, también llamado potencial normal.
Si el elipsoide normal es de masa M' y semieje (1' el desarrollo
en armónicos esféricos de este potencial es
GM'[ e-o (a')n_ - ]U(r,¡J,A)=-,- 1+ I - C'2I1P2n(coS-¡}) +W (2)
I n=1 r
En este desarrollo no aparecen los armónicos teserales ni los
sectoriales debido a la simetría de rotación del elipsoide.
Tampoco aparecen los armónicos zonales impares debido a la
simetría ecuatorial. Los coeficientes de este desarrollo se calcu-
lan con los valores de los parámetros del elipsoide de referencia,
por ejemplo el GRS80 o el WGS84,
El potencial perturbador o anómalo es la diferencia entre
en geopotencial y el esferopotencial en un mismo punto,
(3)
Los coeficientes de este desarrollo se obtienen a partir de (1)
Y (2). Suponiendo M=lvf resulta
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T(r,¡J,;)= Gl\l I(!!.)n I(LiC'!.mCOSln1+fnnico&1)] (4)
r ln=2 r m=iJ +L15nmServra)
donde tJCnm=Cnm-Cnm y L15nm=Snm-S'nm son
las diferencias entre los coeficientes del geopotencial y del
potencial del elipsoide. los armónicos para n=O y n=1 no
aparecen porque hemos supuesto igualdad de masas M=M' y la
coincidencia de centros de gravedad con el origen del sistema de
referencia. El potencial centrífugo también desaparece al ser el
mismo en ambos casos.
La anomalía de la gravedad, definida como la diferencia
entre la gravedad observada en un punto P de la superficie
topo gráfica terrestre y la gravedad calculada en el punto
correspondiente del teluroide Q, viene dada por
tJg=gp-YQ (5)
La relación entre las anomalías de la gravedad 6.g y el
potencial anómalo T queda establecida por la ecuación
fundamental de la Geodesia Fisica o ecuación de contorno del
problema lineal izado de Molodensky escalar. En un caso muy
general esta ecuación sobre la superficie del teluroide se escribe
tJg =- aT +2. ay T (6)
ah yah
donde h es la dirección de la normal al elipsoide
Si se supone igualdad de masas de la Tierra y el elipsoide
(JM=O), igualdad de potenciales en el origen (L1W=O) y se
prescinde de efectos elipsóidicos (e=O), sustituyendo (4) en (6)
se obtiene
El desarrollo en armónicos esféricos de la ondulación
del geoide se obtiene por aplicación de la fórmula de Bruns
T
N=-
Y
Sustituyendo (4) en (8) resulta el desarrollo
N = GMf I (!!..)n I (iC'!.mcosmA.+jpnm(coS¿J)] (9)
ry Ln=2 r m=O + tJS nm SenmA.
donde res el valor de la gravedad normal en P(r, zJ,A).
En la práctica el índice n en los desarrollos anteriores varía
hasta nmux> el máximo grado del modelo.
Las fórmulas (4), (7) y (9) nos permiten calcular las mag-
nitudes geodésicas en cuanto dispongamos de los coeficientes
numéricos que constituyen el modelos de geopotencial.
3. MODELOS DE GEOPOTENCIAL UTILIZADOS
los modelos de geopotencial más recientes y utilizados son
el EGM96 (Lemoine et al. 1997) de orden y grado 360 y el
GPM98 (Wenzel, 1998) de orden y grado 1800.
El EGM96 es un modelo de geopotencial completo hasta
grado y orden 360. Es el resultado de una operación conjunta
entre NASA, NIMA y OSU en Estados Unidos. Es una solución
compuesta por (1) una solución combinada de grado y orden 70,
(2) una solución diagonal por bloques desde el grado 71 al 359,
y (3) una solución cuadratura para el grado 360.
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En este modelo se usaron nuevos datos gravimétricos de los
archivos de la NIMA que incluyen datos de gravimetria con
aviones de Groenlandia y partes del Ártico y la Antártida. Otros
datos gravimétricos fueron coleccionados por la Universidad de
Leeed. Estos datos cubren áreas que no estaban en los modelos
anteriores de África, Canadá, Sudamérica Sudeste de Asia,
Europa del Este y la antigua Unión Soviética. N1MA calculó
anomalías de la gravedad a partir de datos de la misión
geodésica del GEOSA T. También se incluyen anomalías de la
gravedad obtenidas por el Ki\t1S a partir de datos del ERS-I.
Otros datos que contribuyeron al EGM96 son datos directos de
altimetría de los satélites TOPEX/POSE1DON, ERS-I y
GEOSA T. Se utilizaron datos de seguimiento de 20 satélites con
sistemas SlR, GPS, DORIS, TDRSS y TRANET. Además se
utilizó un nuevo modelo digital del terreno JGP96.
Los modelos de muy alto grado y orden de GPM98 fueron
presentados por Wenzel en 1998. "Ultra High Degree Geopo-
tential Models GPM98A, B and C to Degree IgOO. Univ. 01'
Kerlsruhe". El primero está construido a partir de 9.332.200
anomalías medias de bloques de 5 'x5' con datos de seis fuentes
distintas incluyendo medidas de tierra, de mar y de altimetría
por satélites. Los coeficientes hasta grado 20 fueron tomados del
EGM96 y los armónicos .de¡ 21 al 1800 se calcularon con las
anomalías anteriores de forma iterativa. Se toma como modelo
inicial el EGM96 y en cada iteración se toman las anomalías del
modelo resultante de la anterior. se restan las anomalías modelo
de las anomalías medidas y con estas anomalías reducidas se
calculan las correcciones sucesivas. Con 10 iteraciones las resi-
duales se estabilizan. En el GPM98B se toman los mismos datos
del A pero como modelo de partida se toma el GPM98A en vez
del EGM96 (aunque los 20 primeros armónicos son del
EGM96). En el modelo GPM98C las anomalías definidas en la
superficie topográfica de la tierra se reducen al elipsoide del
sistema GRS80 por un desarrollo de Taylor.
Existen versiones reducidas al grado y orden 720, aquí
utilizaremos la versión reducida del modelo GPM98A, que en
estudios previos muestra un mejor comportamiento que las de-
más versiones.
4. CONTRASTACIÓN DE LOS MODELOS CON
DATOS GRAVIMÉTRICOS
Los datos gravirnétricos observados son anomalías aire libre
que proceden de las siguientes fuentes: a) Campaña de 1974 en
Lanzarote del Instituto de Astronomía y Geodesia (lAG), b)
Campañas desde 1988 a 1994 del lAG, e) Red Nacional de
Itinerarios del Instituto Geográfico Nacional (IGN), d) Gra-
vimetría Terrestre del BGI a través del NGDC, e) Datos marinos
de una campaña especial a través del lG , f) Datos marinos de
la NIMA y g) Datos marinos de la NOAA
Se dispone en total de 37.290 datos irregularmente distribui-
dos. A partir de este conjunto de datos, una vez validados, se ha
construido una malla de límites 26° a 30° en latitud y de _190 a
- l 2° en longitud con unos intervalos de 0°.03333330 y
0°.03333333 en latitud y longitud respectivamente. Esto produce
una malla de 21 I filas y 121 columnas con un total de 25.531
puntos.
En esta misma malla se han calculados las anomalías aire li-
bre modelo con la fórmula (7) y los modelos EGM96 y GPM98.
Para los valores de las mallas se han calculado ciertos
parámetros estadísticos como son la media, la desviación típica,
y los valores máximo y mínimo y el rango de variación. Esto se
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muestra en la Tabla l. La representación por curvas de nivel de
las anomalías aire libre observadas, a intervalos de 10 mGal,
puede verse en la Figura l.
Tabla I - Esradistica de anomalías aire libre observadas y modelo.
Unidades: mCal. (Free air anomaly statistics. Units: mGal)
Modelo Media D.T. Mín Máx Rango
cag_aal 8.85 62.97 -98.47 488.03 586.50
cag_egm 7,39 64,52 -118,31 377,20 495,51
cag gpm98a 6.79 56.69 -93.81 333.42 427.23
J0r-----------------------------------------------,
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Figura 1 - Anomalías aire libre observadas. (Observed free air
gravity anomalies},
Tabla 2 - Comparación de los modelos entre si (unidades: mCal).
Comparison between models (units: mGal)
Modelo Media D.T. Mín Máx Rango
egm-gpma 0.60 31.19 -168.51 178.86 347.37
Tabla 3 - Comparación con valores observados (unidades: mCal) 27
Comparison with observed values (units: mGa/)
Modelo Media D.T. Mín Máx Rango
aal-egm 1.46 35.51 -195.91 252.36 448.27
aal-gpma 2.06 18.62 -112.48 159.63 272.11
La comparación de las anomalías aire libre se basa en tomar
las diferencias. En primer lugar tomamos las diferencias entre
los modelos y después las diferencias entre estos modelos y las
anomalías observadas. El mejor modelo es el que dé menor
desviación típica en sus diferencias. En la Tabla 2 se presentan
las estadísticas de la comparación entre modelos y en la Tabla 3
las diferencias con los valores observados. La Figura 2 muestra
las diferencias entre valores modelo EGM96 y GPM98, la
Figura 3 diferencias de valores observados con el modelo
EGM96 y la Figura 4 las mismas diferencias con el modelo
GPM98, el intervalo entre curvas de nivel en todas estas figuras
es de 10 mGales.
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Figura 2 - Deferencias en anomalías aire libre entre ECM96 v
CMP98. (Free uir anontalies differences from EGM96 and
GMP98).
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Figura 3 - Diferencias en anomalías aire libre entre ECM96 y datos
de observación. (Free air anomolies differences between EGM96
and observed data).
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Figura 4 - Diferencias en anomalías aire libre entre CPM98 y datos
de observación. (Free air anomalies differences between GPM98
and observed data).
5. CONTRASTACIÓN DE LOS MODELOS CON
ONDULACIONES DEL GEOlDE
Como datos observados disponemos de una malla de un
geoide gravimétrico calculado en la zona de test. El geoide gra-
vimétrico de Canarias CANGE096 es un geoide gravimétrico
de alta precisión. En su cálculo se han usado los siguientes
datos: a) un modelo global de geopotencial, el OSU9IA, b) un
conjunto de 37290 anomalías gravimétricas aire libre puntuales,
que cubren las islas y el océano circundante, incluyendo nuevos
datos recientes y e) un modelo digital del terreno de 200x200
metros para las islas proporcionado por el CNIG y el modelo
ETOPOSU para el resto de la zona.
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El método usado en el cálculo es la integral de Stokes en
forma convolutiva. Los datos de entrada son anomalías gravimé-
tricas en nna malla. Para evaluar la integral se ha aplicado la
transformada rápida de Fourier con espectro discreto de la
función núcleo. Se añadió un orlado del 100 % para evitar los
efectos de la convolución circular. Se aplicó la corrección de
terreno a los datos y se tuvo en cuenta el correspondiente efecto
indirecto.
A partir de este geoide se ha construido una malla de límites
27° a 29.5" en latitud y de -18.5° a -13° en longitud con unos
intervalos de 0°.009024 y 0°.010167 en latitud y longitud
respectivamente. Esto produce una malla de 278 filas y 542
columnas con un total de 150676 puntos.
En esta misma malla se han calculado las ondulaciones del
geoide modelo EGM96 y GPM98 con la fórmula (9). En la
Tabla 4 se muestra la estadística de estos modelos. Las unidades
son metros. La representación por curvas de nivel del geoide
CANGE096 puede verse en la Figura 5, el geoide EGM96 en la
Figura 6 y el GPM98 en la Figura 7, ambas con intervalos entre
líneas de 1m.
Tabla 4 - Estadística de CANGE096 y geoides modelo (CANGE096
and geid model statistics)
Modelo Media D.T. Mín Máx Ran!!o
CANGE096 39.66 3.26 32.79 48.90 16.11
EGM96 39.43 3.63 31.93 51.24 19,31
GPM98A 39.05 3.01 32.39 47.32 14.93
29.0
28.0
27.0
-18 ·17 -16 -15 -14 -13
Figura 5 - Geoide gravimétrico CANGE096. (The CANGE096
gravimetric geoid).
29
28
!27
·18 ·17 ·16 ·15 -14 ·13
Figura 6 - Modelo de geoide EGM96. (Geoid model EGM96).
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27
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·17 ·16 -[5 -14 ·13
Figura 7- Modelo de geoide GMP98. (Geoid model GPM98).
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La comparación de los geoides se hace como en eI caso an-
terior. En la Tabla 5 se presentan las estadisticas de la compa-
ración entre modelos y las diferencias con los valores del geoide
gravimétrico CANGE096. La Figura 8 muestra las diferencias
entre valores modelo EGM96 y GPM98, en la Figura 9 aparecen
las diferencias entre los valores observados y el modelo EGM96
y la Figura 10 representa las mismas diferencias con el modelo
GPM98. El intervalo entre líneas de contorno en estas tres
figuras es 0.5 metros.
Tabla 5 - Comparación de modelos y geoide gravimétrico (m)
(Comparison between geoid models and gravimetric model)
Modelos Media D.T. Mín Máx Rango
Ceo-ezm 0.23 1.21 -4.62 ~"~ 7.95."'.)J
Geo-gpma 0.61 0.57 -l.I 1 2.89 4.00
Egm-gpma 0.38 1.10 -2.02 4.95 6.97
29
28
!
-18 -17 -16 -15 -14 -13
Figura 8 - Diferencias en ondulaciones del geoide entre EGM96 Y
GMP98. (Geoid undulations difference between EGM96 ami
GMP98).
29
28
!27
-18 -17 -16 -15 -14 -l3
Figura 9 - Diferencias en anomalías de la altitud entre EGM96 y
CANGE096. (Geoid undulations difference between EGM96 and
CANGE096).
.
29 ~CJ';.,
Q' 6\7 jJ
28 O.c::(J 1.3 !TI !27
-18 -17 -16 -15 -14 -13
Figura 10 - Diferencias en ondulaciones del geoide entre GPM98 y
CANGE096. (Geoid undulations difference between GPM98 ami
CANGE096).
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6. CONTRASTACIÓN DE LOS MODELOS CON
SUPERFICIE MEDIA DEL MAR
La altimetria por satélites permite determinar modelos de
superficie media del mar MSS que puede relacionarse con los
geoides modelo por medio de la superficie topográfica marina
estacionaria SST. Para contrastar los modelos de geopotencial
hemos elegido el modelo de MSS más reciente hasta la fecha
que es el KMSOI (Knudsen and Andersen, 1998), aparecido a
finales del año 200 I que incluye datos de las misiones
TOPEX/POSElDON, ERS-I ERM+GM, ERS2, GEOSAT GM.
Con este modelo se ha construido una malla con las mismas
características de la utilizada para los geoides, sus valores
estadísticos aparecen en la Tabla 6 y su representación en la Fi-
gura 11, coruorneada a cada metro.
29
28
37 m
37m
42 ID
!371]1
-15 -14 -13
27
-18 -17 -16
Figura 11 - Superficie media del mar de KMSOl. (Mean Sea Surfuce
from KMSOJ).
Tabla 6 - Superficie media del mar KMSOI. Unidad: m (Mean sea
surface model KMSOJ. VIIi!: 111)
Las comparaciones con el geoide gravimétrico y con los
modelos de geoides se presentan en la Tabla 7 y como ejemplo
un gráfico de las diferencias con GPM98 en la Figura 12.
Tabla 7 - Comparación de modelos de geoide con KMSOJ. Uni-
dades: m (Compurison between geoid models and KMSOJ. Units: 11I)
Media D.T. Mín Máx Rango
I geo-kmsOl -0.15 0.58 -3.12 1.52 4.64
egm-kmsOl -0.38 0.83 -2.98 2.43 5.41
I gpma-kmsOl -0.76 0.53 -3.49 0.47 3.96
.
29 c!J'
Q o«!l jJ
28 O . _0.9 roo:Q -O.9m !27
-18 -17 -16 -15 -14 -13
Figura J2 - Diferencias entre GPM98 y KMSOl. Intervalo de
contorno: 0.5 m. (Differences between GPM98 and KMSOJ.
Contour inlerval: 0.5111).
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7. CONCLUSIONES
El geopotenciaJ de alto grado y orden GPM98 produce los
mejores resultados en la zona de trabajo, tanto en anomalías aire
libre y en geoide como con relación a la superficie media del
mar.
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